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摘要：传统细分曲线由于只使用了局部信息来更新顶点位置，在控制顶点分布不均匀时曲率分布波动较大．为提

高细分曲线质量，提出一类全局性的细分方法．将曲线的每一次细分分解成差分计算、插值、重建等一螋简单的步

骤；通过修改其中的重建步骤，将曲线重建的顶点放宽至所有控制顶点，配合扩大的模板和改进的插值以进一步改

进曲线的几何质量．最后通过实验数据验证了此类全局性细分曲线在光滑性和曲率分布上的良好性质．
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A Class of Global Subdivision for Curves
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Abstract：The quality of traditional subdivision curves are restricted by the local mask of subdivision

schemes．Notice that a step of subdivision can be decomposed into a sequence of simple stages—

calculating the difference，interpolation and reconstruction．A class of global subdivision curves is

proposed by manipulating the reconstruction stage．Through a reconstruction involving all the control

vertices，the subdivision turns to be global．An improvement 6n the smoothness and curvature

distribution is proved then．Further improvement can be achieved by employing high—order difference

and smoother interpolations．Experiments show that the curvature distribution improves under our

new construction for SUbdivision curves．
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细分方法通过逐次迭代加密控制顶点生成光滑

的自由曲线曲面．由于其在多分辨率、表示一致性、

拓扑任意性等方面的优势，已成为自由曲线曲面的

重要造型手段．

经典的曲线细分方法，如产生B样条曲线的

Lane-Riesenfeld细分L1j、插值型的四点法细分[2]的

每一步计算，常被视为拓扑分裂加上顶点几何更新

2个步骤．顶点几何更新一般通过选取适当的邻接

区域和模板，并对邻接区域顶点的几何位置进行加

权平均求得．细分模板的设计通常通过分析细分方

法对应的细分矩阵和生成多项式来进行，在细分曲

线的收敛性和光顺性的约束下，各种细分格式被不

断发现．

近年来，另一条设计细分方法的思路也被广为
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探讨．通过把细分方法分解为计算差分、插值和重建

3个简单的步骤，细分的模板也同样可以被推导出来．

其典型的示例可以参考细分曲面的一些类似推导悟“．

AugsdOrfer等[50通过分解四点法细分曲线的计算

步骤对各步进行了一些变化和改进，提出了一系列

的四点法插值曲线的变体，同时使用传统的分析手

段分析了这些变体的收敛性和连续性．受此启发，本

文以四点法细分曲线为例，进一步改变其中的重建

步骤，提出了一类全局性的逼近型细分曲线乍成方

法．理论证明和实验数据表明，放弃传统细分曲线的

局部性可以生成具有更高质量的自由曲线．

经典的四点法曲线是一种线性、静态的细分方法．

已有的一些其他四点法的变体大致可以分为将线性

(1inear)的模板改为非线性【6一J，将静态(stationary)

的模板改为非静态[8]，将全局一致(uniform)的模板

改为几何敏感的模板【90等．本文的思路是将局部的

细分模板扩至全局，同时放松四点法的插值性需求，

从而推导m了一类新型的全局性逼近型曲线细分方

法．现有的利用全局性来提高细分曲线质量的一些

主要T作源于Schneider等【l叫和Kobbeht¨]，前者

给出了一个全局薄板能量最低的插值型细分，后者

通过重建线性插值的曲率得到离散的Clothoid样

条曲线．与文献[10-11]工作相比，本文给出的全局

细分框架在计算上更为便捷，文中将在理论和计算

上对其展开讨论．

1 预备知识

记控制多边形为P∞’一{p；∞)，k次细分后的曲

线记为P妇’一{p∥)，记细分极限曲线在均匀参数化

下的参数表述为f(“)；称细分新插入的顶点为奇顶

点，原来的顶点为偶顶点．四点法细分可以表示为

洋“k∥
< ，1 、 (1)

pg丰{’=(÷+m)(户j”+pj掣-)--o,(pj“，+户j犁z)

其中张力参数∞选取为1／16时，在均匀参数化下

P娃’收敛到的极限曲线可以保持=三次曲线，拥有最

好的连续性．除了用保持三次曲线的方法可以导出

0)一--1／16这一参数选取外，Floater等¨列提出了一套

通过将每一次细分分解为3个子步骤的方法来构建

这一模板，在每一次细分时，由于四点法是插值型细

分，偶顶点位置保持不变，实际上每一步所需求解的

只有奇顶点p(kt 1’．如图1所示，求奇顶点的方法可

以描述如下：

图l 四点法细分新顶点的构建示意

Stepl．计算差分．计算第k层顶点的二阶差分，设本层

上相邻两点在参数域距离为l，则有

』a2p)‘k∥”，+∥掣-一2∥” (2)

I△2户j挈·一户；耵+户j÷’2—2pj挈，

Step2．插值．插值出第k+1层上奇顶点户拼}’的二阶

差分

△2户gi}’=寺(△2∥”+△2∥犁。) (3)

Step3．蕈建．根据二阶差分，在第女+1层上重建出奇顶

点户笱：}’的位置．静态的四点法使用均匀参数化，在一次细

分后多边形顶点间的在参数域J：距离减半为0．5，于是在第

女+1层上计算二阶差分时有

△2p茹：i’一(p；‘’1’+p；÷j”--cP2(k，+ttl’)／(o．5)2，

将其代入式(2)(3)以及插值型约束p∥”一∥”(i=j，

j+1)，可得四点法的细分模板

p笱：i’=素(∥‘’+∥j’，)一去(∥旦。+∥j’。)．

2全局型曲线细分的框架

用第1节的3步分解来构建细分模板时，由于

约束偶顶点插值过上一层的顶点，在此约束下，虽然

奇顶点在新的一层中的二阶差分恰是插值算出的二

阶差分，但是偶顶点在新的一层中的二阶差分实际

上并不一定等于它在上一层的二阶差分；因此同一

层上的二阶差分不能得到其插值方法所预期的连续

性，将直接影响曲线的质量．为此，Augsd6rfer等[5]

提出了一套松弛的四点法，通过放松四点法的捅值

型约束，根据偶顶点的二阶差分更新偶顶点的位置，

使细分极限曲线拥有了较好的连续性和曲率分布．

然而重新调整偶顶点的位置后，又会直接导致奇顶

点在此层上的二阶差分不再等于插值算出的二阶差

分．为此，本文进一步放松细分的局部性约束，导出

一套全局性的曲线细分方法．

设第k层有，z。个顶点，为方便叙述，不妨设细

分曲线是闭合曲线．记P¨’一I-pl们，p∥，⋯，p嚣]T，
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用矩阵形式来表示差分运算，记差分矩阵

D‘‘)=

一2 1 0⋯ 1

1—2 1 0⋯0

O 1—2 1⋯0

1 O 0⋯ 1—2

对细分的重建步骤进行改进，将局部的重建改进为

全局的重建．选择保证新的一层所有顶点的二阶差

分皆为上一层各顶点二阶差分的插值细化版本，

则有

4D‘‘¨’P‘‘+1’=SD‘5’P‘‘’ (4)

其中，系数4由新插入的点落在参数域上的中点产

生，|s表示插值的运算．对于经典的四点法而言，S

为分段线性插值，可以表示为

S：=

1

O．5

0

0

：

O

O．5

1

0．5

O

0

0

0．5

通过求解线性系统式(4)，便可以得到新的一层的细

分曲线P¨¨’，使得其各顶点的二阶差分严格等于

上一层各顶点二阶差分的插值版本．

需要说明的是，由于rank(D“’)=，z。一1，要保

证线性系统式(4)存在唯一解，需要给其再加上额外

的约束条件．注意到对于任意向量t，令T一[f，t，

⋯，f]7，有D“’1’一0．说明若P¨’满足式(4)，那么

P“’+T也满足式(4)，即任意地平移曲线P(的都满足

式(4)．要固定住重建出的曲线，需要添加一个额外

的约束．本文通过将P¨’的重心固定在控制网格

P∞’的重心，即给式(4)添加一个额外的约束
1 1

三(1，1，⋯，1)P‘‘’一二(1，1，⋯，1)P∞’ (5)
咒^

7z 0

来实现．此时式(4)(5)构成了一个(n。+1)×行+的

线性系统Ax—b，可以验证A’A满秩且可逆；于是

通过求解其法方程A1Ax-----A’b的唯一解，得到了唯

一的一个原始控制多边形的逼近型细分曲线．

有了上述的推导，可以进一步修改细分的计算

差分和插值2个子步骤，配合本文提出的全局性重

建，得到一类全局性的细分曲线．具体做法如下：

1)修改计算差分子步骤中的二阶差分为四阶

差分△4∥耵一--P，(耵：一4pJ‘2。+6p)耵一4∥竿。+户≯z．此

时在本文的曲线造型框架下，只需按照四阶差分的

系数修改差分矩阵D的系数即可．也可以使用更高

阶的差分格式，本文采用偶数阶的差分格式是为了

保持细分曲线模板的对称性，也可以采用奇数阶的

差分格式来生成不对称的模板，以达到更高的造型

自由度．

2)修改插值子步骤中的分段线性插值为经典

的四点法插值，此时使用插值式(1)来代替式(3)，由

于四点法生成C1的插值曲线，相比C【l的线性插值

可以得到更光滑的插值结果．在本文提出的全局性

细分曲线框架下，只要修改插值矩阵S中的系数为

四点法对应的系数即可；也可使用其他四点法的变

形来进行插值．使用非线性的插值手段虽然此时细

分的下一层上各顶点不再线性依赖上一层顶点，但

是由于只是s变成了非线性算子，差分算子D仍然

是线性的．式(4)右侧可以显示算出，所以式(4)仍然

是线性方程，依然可以保证稳定的求解．

3收敛性与光滑性

下面以二阶差分的分段线性插值为例，证明第

2节所构建的细分曲线的收敛性．

引理1．设P是在足够光滑的参数曲线f(“)上

的均匀采样，且满足Pj—f(U，)，U川一U，一h，则P，

处的二阶差分△2P，一／(“，)+0(^2)，^一O．

证明．对c(“)在“，处进行泰勒展开有

c(u，+^)=c(u，)+f7(“，)．1z+／(“，)^2／2+

f”(“，)^3／6+0(^4) (6)

c(uJ一^)一c(u，)一c7(“J)^+／(“，)^2／2一

c”(“，)^3／6+0(矗4) (7)

将式(6)(7)相加移项得到

咖，=组之p一
—c(—uj—--—h—)+——c(_u,F+—h—)—--—2c一(uj)：f，，(“i)+0(^2)．凡

证毕．

引理2．在均匀参数化下，由式(4)确定的第忌

层细分曲线各点处的二阶差分等于细分控制多边形

二阶差分进行k次插值后的结果．

证明．设控制多边形有n。个顶点，取参数域为

[o，no^]，满足∥∞对应于参数值为J^的点，各顶点

在参数域上距离为h．细分志次后，各顶点在参数域

上的距离h；=hi2‘．由式(4)可知
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而_刍i严。(k+i)p(kfl)=s爵1 D“’P¨)；

继续代入南∥)P(”=s去∥。”∥Ⅷ以
及h。一hi2‘，可得

志D("P“’=s6志D0 P0 (8)

证毕．

定理1．均匀参数化下，采用二阶差分和分段线

性插值时，在适当的约束下，通过式(4)构建的细分

曲线收敛且C2连续．

证明．先记均匀参数化下式(4)确定的极限曲

线为f(“)．式(8)中，令南一。。，则h。=h／2‘一O．根据

引理1，式(8)左侧收敛于／(“)．由于采用分段线性

插值，式(8)右侧最终收敛于一分段线性曲线d(“)，

d(“)的顶点为控制多边形各顶点的二阶差分，于

是，式(8)在志一o。时可以记为

f，，(“)=d(“) (9)

即式(4)构建的细分曲线的极限若存在则是方程(9)

的解．给定适当的初始条件便可以确定出f(“)；而

f(“)的二阶导数d(“)分段线性连续，所以f(“)至少

C2连续． 证毕．

瓣
钽

a经典四点法

参数域

c全局性细分曲线(二阶差分+线性插值)

根据上述证明可知，本文提出的一类全局性逼

近细分曲线可以拥有比其插值子步骤的插值方法更

高的连续性．若在插值子步骤采用式(1)插值，式(9)

中d(“)达到C1连续，于是对应的极限曲线f(“)可

以达到C3的连续性．

4实验结果与分析

下面给出本文提出的全局性细分曲线的一些实

例．除了第3节中分析的连续性外，为了更好地反映

出这类全局性细分曲线的质量，还列出了参数域上

的曲率分布图，并同经典的四点法和局部松弛的四

点法[5](松弛系数取为0．75)进行比较．由于细分过

程中曲线点数呈几何级数增长，所以一般细分6～7

次便可足够好的逼近极限曲线．参考文献[9]，计算

曲线的离散曲率本文使用

．．一l (户，一户，1)×(户，}l—p，)

吩一l b了万]i万■i而i■五可I’
如图2所示，控制多边取为正方形，各点分布均

匀．由于采用逼近形细分，极限曲线尺度上比控制网

格减小了，本文方法比局部松弛的四点法曲率跨度

会稍大，但是在曲率分布和连续性上表现较好．

b局部松弛的四点法

^l

糌
疽

参数域

d全局性细分曲线(四阶差分+线性插值)

参数域

e全局性细分曲线(二阶差分+四点法插值)

图2均匀采样的凸多边形控制多边形细分示例
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图3，4给出了控制多边形非凸多边形时的一个

示例．由图4可见，在全局性细分下，曲率分布较平

坦．图5所示为非均匀采样下的情形，图中左中右分

别是细分曲线、曲率分布和挠率分布．经典四点法会

出现自交的问题，而局部松弛的四点法在点集紧凑

处也会有较大的曲率跳跃．相比而言，全局性的细分

曲，卒分布改进明显，同时也保持了原有曲线的曲率

分布特征．

褂
魍

参数域 参数域 参数域 参数域

a经典网点法细分曲线 b变分型细分曲线 c离散Clothoid样条d全局性细分曲线

图3 同已有全局性细分曲线工作的效果比较

a经典四点法

参数域

参数域

c全局性细分曲线(二阶差分+线性插值)

爵
坦

格
习

b局部松弛的四点法

龉
：鲁

参数域

参数域

d全局性细分曲线(四阶差分+线性插值)

参数域

e全局性细分曲线(二阶差分+四点法插值)

图4 均匀采样的凹多边形控制多边形细分示例
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a经典四点法

◆
参数域

c全局性细分曲线(二阶差分+线性插值)

b局部松弛的四点法

参数域

d全局性细分曲线(四阶差分+线性插值)

曲线情形，细分时重复边界点、计算差分时用过边界
了一组数据的比较．为了公平地比较曲率分布，对于

点的边作为边界点的差分；采用同样的细分框架，得
变分型细分曲线我们实现了最小化二阶差分能量的

犁兰壁竺翟竺竺苎。，声，于警篡要警耋：!：E鬯篓皂些竺 版本(如图3 b所示)，对于本文方法实现了二阶差
!妻奎竺篓要矍竺兰竺竺当巴笆竺竺苎!!苎兰 分的线性插值版本．离散c·。。h。id样条曲磊涉聂；
零型三三篓苎璧竺璧晏!鬈’。噔五璺耋黑套奎兰列 篆磊；；磊茬蒙磊：美衍≥出了其毒翥。莳二。墓葬；
出了空间曲线的挠率分布来表征曲线的几何质量．
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c全局性细分曲线(二阶差分+线性插值)

图6空问开曲线示例

值性的约束，相比本文方法曲率分布的波动仍然很

大．离散Clothoid样条的理想曲率分布呈分段线性

分布，较为理想，但是这样的曲率分布约束可能会使

曲线在空间域上的形状偏离控制网格更大，如图3 C

上图所示．相比离散Clothoid样条，本文方法在曲

率分布上优势并不明显，但是其形状可控性较好．

5结论及展望

本文根据四点法的多步骤推导过程提出了一套

全局性的逼近型曲线细分方法，并在收敛性和曲线

曲率分布上做了相关证明和实验．理论和实验数据

都表明，本文提出的全局性曲线细分可以有效地改

善细分曲线的质量．通过曲线情形的理论分析和实

验上的成功，根据文献[3]中对细分曲面的细分步骤

分解，我们有望将此类全局性细分推广到曲面上去，

以提供质量更高的细分曲面．
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